
Colle du 13 février: Séries de Fourier

17.1 Première série

Exercice 1: Soit f : R→ C continue 2π-périodique dont tous les coefficients de Fourier d’indice
impair sont nuls. Montrer que f est π-périodique.

Exercice 2: Soit f : [0, 1] → R de classe C2 telle que f(0) = f(1) = 0. Montrer que

‖f‖∞ ≤ ‖f
′′‖2

3
√
5

.

Exercice 3: Soit f : R → C continue 2π-périodique, telle que tous ses coefficients de Fourier
(exponentiels) sont réels positifs. Montrer que f est somme de sa série de Fourier.

17.2 Deuxième série

Exercice 1: Soit U un ouvert connexe de C. Montrer que le module d’une fonction analytique
non constante sur U ne peut pas admettre de maximum local.

Exercice 2: Soit E l’espace des applications de R dans C continues et 2π-périodiques. On munit

E du produit hermitien 〈f, g〉 =
∫ 2π

0
f(t)g(t)dt. L’espace E est-il complet?

Exercice 3: Soit f : R → C de classe C∞ telle que, pour (n,m) ∈ N2, xnf (m)(x) → 0 quand
x → ±∞. Pour n ∈ Z, on pose cn = 1

2π

∫
R f(t)e−intdt. Montrer que

∑
k∈Z f(2kπ) =

∑
n∈Z cn.

En déduire la formule h(t) =
√
th( 1

t ) pour t > 0, où h(t) =
∑
k∈Z exp(−πk2/t).

17.3 Troisième série

Exercice 1: 1. Soit f : R → R, 2π-périodique continue de classe C1 par morceaux. Montrer

que
∫ 2π

0
f2 − 1

2π

(∫ 2π

0
f
)2
≤
∫ 2π

0
f ′2.

2. Soit g ∈ C2([0, π],R) non nulle et telle que g(0) = g(π) = 0. Montrer que

inf{g
′′(x)

g(x)
, x ∈]0, π[, g(x) 6= 0} ≤ −1

Exercice 2: Soit f : R→ R continue 2π périodique. Soit n ∈ N∗. Notons ck les coefficients de
Fourier de f . On suppose que ck = 0 pour 0 ≤ k ≤ n − 1. Montrer que f admet au moins 2n
zéros dans [0, 2π].

Exercice 3: On note, pour n ∈ Z, en : t ∈ R 7→ eint. Soient a0, ..., an, b0, ..., bn des complexes.

1. Soient P =
∑n
k=0 ake−k et Q =

∑n
k=0 bke−k. Calculer

∫ 2π

0
P (t)Q(t)(π − t)e−1(t)dt.

2. Trouver une constante C telle que |
∑

0≤k,l≤n
akbl
k+l+1 |

2 ≤ C
∑n
k=0 |ak|2

∑n
l=0 |bl|2.

3. On munit Cn de sa norme hermitienne canonique. Soit A =
(

1
i+j+1

)
0≤i,j≤n

∈ Mn(C).

Montrer que |||A||| ≤ π.
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